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LOGICA DEONTICA

1. Sistemi deontici puri

0O-KD, O-KD4, O-KD5, O-KD45



2. Sistemi aletici di logica deontica

2.1 Sintassi
L(d) = <A(d),F(d)>.
A(d) = A(Kk) + Q (costante di idealizzazione)+ (7.
F(d) = def. ind. usuale.
defni: Oa =4, :0(Q— ), Pa = 4, —O—a

d =<L(d).D(d)>
D(d) = D(k) + regola N + assiomi

a) Regola di necessitazione N

b) -Assiomi che regolano il segno (JoL.

-Assioma specifico Q che regola la costante Q: 0Q



In dipendenza dalla scelta degli assiomi per (7 si ha:

KQ: nessuna assioma per (]
K4Q: assioma 4 per (J

K5Q: assioma S per (]
K45Q: assioma 4 e S per (]
KT5Q: assioma T e 5 per

KD5

KD45

KD4

KT

KT5

KT4




2.2 Semantica

2.1 Definizioni preliminari
Def. 1: b-struttura (KW R ,b>)
<W R> ¢ una struttura normale

b € un sottinsieme non vuoto di W (mondi buoni)

Esempio:

Def. 2: Interpretazione su W (I): usuale

Def. 3: b-modello (<W R.b,I>)



Def. 4: Verita in un mondo di un b-modello (<KW R.b,I> |=, o)

Base: a=p
<WRbI>|mypeIpu) =1

a=Q
<WRb]I>|=,Q < ueb

Passo: a=B Ay

<WRDbJI>|= Ay <WRDbI>|= Bet<WRDbI>|=Yv
o=PBvy

<WRDbJI>|=Bvyes <WRDbI> =B vel <W R bI> =,y
a=B—y

<WRDbJI>|= B>y KWRDI> = =<WRDbI>|=7Y)
a=-p

<WRDbJI>|=,B= <WRDbI> | B
o=p

<WRDbJI>|=OB< (omVv)(uR v =><WRDb]I>|=f)



Nota: verita di una obbligazione

<W.RDb]I>|=, 0B <W,Rb]I> |=,Q—P) def. O
< (om v)(uR v =><W R b I>|=, Q—p) def. |
< (om V) URv=<WRDbI>=,Q

=<W.RDbI>=, B) def. |
< (omv)(uR vet <WRDbI>=,Q
=<W.RDb,I>|= B) E=

< (omv)(uRvet veb
=<W.RDb,I>|=, B) def. |=
Similmente: verita di un permesso
<WRDbJI>|=, PR (ex V)(uR vet <WR Db I>=,B) def.P
Def. 5: b-serialita di R

b-seriale R < (om u)(ex v)(uRv et veb)

Deff. ni: altre definizioni si ottengono per estensione



2.2 Correttezza e teoremi di caratterizzazione
- Correttezza di KQ rispetto a modelli basati su b-strutture

Dem: ||-R b-ser ¢Q. Quindi:
(om <W R ,b> con R b-seriale)(om I)(om u)(<W R b I> |=, 0Q)

def. [|-R b-ser

R b-ser = <W Rb,I> |=, 0Q per Eom

l
H: R b-ser Dem: <W R b.I> |=, 0Q
Dimostrazione:
<W.RDb.I>|#, 0Q Ipotesi per assurdo
<WRbI>|= Q def. |=e ¢
(om v)(uURv = <W R b I> |#, Q) def. |=
non(ex v)(uRvet <WRDb,I>|= Q) logica
non(ex v)(uRv et v € b) def. |=
(ex V)(uRvetv e b) per b-serialita di R
<W.RDb]I>|= 0Q (non k) e def. |=



- risultati generali

Xlxo o X[« o

& (om <W,R> con R b-seriale)(X ||—<w r>0)

X |xaq 0 & X - kaq ©

& (om <W,R> con R b-seriale e trans)(X ||[—<w,gr>0)

X |_K5Q o= X|- KksQ O

& (om <W,R> con R b-seriale e eucl)(X |[-<w r>0)

X |_KT5Q oas X ”_ krsq O

& (om <W,R> con R b-seriale, rifl e eucl)(X |[—<w r>0t)



2.3 Rapporti con i sistemi deontici puri

Def. di funzione di traduzione dal linguaggio di O-KD (linguaggio di
un sistema puro) a quello di KQ (linguaggio di un sistema aletico):
@p =p; O(-0) =~ Do, D(o @ B) =Dore P (ove o sta per un

qualsiasi connettivo biargomentale); ®(Oa) =3(Q — Po)

Allora risulta, ponendo ¢, &4, O-¢c, & |-, 00 &, P

Sistemi Sistemi
deontici aletici

OKD | ©,| KQ

O-KD4 | .| K4Q
OKD5 | ©.,| K5Q
O-KD45 | @, | KT5Q




Teorema: O-KD <, KQ

1. verso: = (dimostrazione sintattica)

Base: caso interessante costituito da O-KD

Dem: ®(0a) |-, P(Po).

Dimostrazione:

Q - @a Q |, Pa A, MP
Q> ®a Q|-¢, QDo A, IA

Q > @a) ~(QAPa) |-, —Q C

3(Q —»®a) F(QADPQ) [y, T-Q N

3(Q =) 0Q |-, HQAD) C, def. ¢
0Q -»®a) |-kQ AQADw) per Q
D(00) |-, P(Po) def. ©

Passo: Presenta interesse solo il caso in cui la sequenza derivata ¢

ottenuta per O-N. La dimostrazione ¢ analoga a sopra.
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2. verso: < (dimostrazione semantica)

H: |-, P Dem: |- xp O
\2
H: [[+oxp O Dem: [+, PO
l T
H: <WR]I> |, o Dem: <W R.b I> |#, ®o

(ove <W R b I> ¢ detto lo *-modello di <W R I>)

Dimostrazione:

a) Costruzione dello *-modello di <W R I>

b = {ve W: (ex u)(uRv)} (buono = accessibile)

11



Lemma 1: <W,R,b,I> ¢ un b-modello con R b-seriale.

Dimostrazione:

uRv a
veb def. b
uRvetve b Iet
(ex V)(uRvetv e b) Iex
uRv = (ex v)(uRvetv e b) S

(ex vV)(uURv) = (ex v)(uRv et v € b) exI
(om u)((ex v)(uRv) = (ex v)(uRv et v € b)) Iom

(om u)(ex v)(uURv) = (omu)(ex v)(uRvetve b) Distrom =
(om u)(ex v)(uRv) R ser

(om u)(ex v)(uRv et v e b) mp

Lemma 2: uRv <& uRv et v € b. Immediato da sopra.

Lemma 3:
(om oo € L(O-KD))(<W R I> |=, 00 <W R b, I> |5, ®(cr))

Base: a=p

<WRI>|=p ©I(pu =1 def. |=
S <WRbI> |=p def <W R b,I>
< <WRb,I> |=, Pp def. @
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Passo: 0.=0p (unico caso interessante)

<W R.,>|=, OB (om vV)(uRv =<W R > |=, B) def. |=
< (omv)(uRvetve b=><WR]I>|=p) perL2

< (omv)(uRvetve b=

=<WRb,I>|=, OP) per Hi
< (om V)(uRvet <WRDI> = Q=

=<WRb,I>|=, OP) def. |=
< (om V)(URV = (<WRbI>|5,Q =

=<WR)b,I> |5, OB)) I=
< (om V)(URV = <WRDI> |=,Q —

—>Op) def. |=
< <W.Rb.I> =, O(Q—PP) def. |=
S <WRbI> =, ©OP) def. @

Ora, il demostrandum: <W R b,I> |, ®« si ottiene da H

[#, oo e L3 per contrapposizione.

:<W.R,I>

NB: il precedente teorema si puo estendere agli altri calcoli.
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3. Sistemi misti di logica deontica

3.1 Sintassi
L(d) = <A(d),F(d)>.

Ad)=AK)+T+0
F(d) = def. ind. usuale. Def .ni usuali

d = <L(d),D(d)>
D(d) = D(k) +
a) regole ed assiomi che regolano O e (] separatamente
b) principi-ponte

3.2 Semantica dei sistemi misti

a) Struttura complessa <W R ,S>

b) Le altre nozioni si ottengono per estensione
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3.3 Il sistema KT5-O-KD-0O0-70 (in breve K-J0)

Regole ed assiomi:

D(K-0) = D(KT5) + D(O-KD) + Assiomi-ponte OJO e (JO:

00 = Oa. — [JOa (necessitazione degli obblighi)
0 = Jo — Oo(assioma hintikkiano)

Teoremi:

1) Assioma O-4: Oat |- x4 OO

Dimostrazione:

Oa |- 30a da OJO
[0a. |- OO0 daJoO
Oa |- OO0« KS
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2) Assioma O-5: Pa. |- ¢ -, OPa.

O-o |- J0-o da 03O

00-a |- 000 P

0=0-0 |- (3000 das

000 |- J0-a C

00— |- 0~ KS

00-a |- O—o per T

Po |- OJPo perCedefniPe¢
Po |- OPa per (3O

3) Assioma O¢: Oa. |- ¢ - Qo

J-o |- O-a da0

Pa |- o per CedefniPe ¢
Oa |- Pa. da O-D

Oa |- %o KS
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Equivalenza tra K-JO e KT5Q

La funzione di traduzione @ sia estesa, ponendo @, = ® + O(To) =
(J®ao. Allora si ha:

|_ KT5Q (I)(x’ < |_ K-00 o

In sintesi:
Sistemi Sistemi Sistemi misti
deontici aletici
O-KD <e | KQ
0-KD4 S, | K4Q
0-KD5 S, | KSQ
0-KD45 S | KT5Q Son | KT5-0O-KD-00-J0
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3.4 Rapporto tra i principi O¢ (assioma kantiano), (JO (assioma

hintikkiano) e OJO (principio di necessitazione degli obblighi)

1) In tutte le logiche normali:
(O < MF (Oa A T(a—p) — OP)

1. Verso: =

T(o—B) |- O(e—P) A,0J0
T(o—B) |- Oo—O0B DistrO
(o—p) A O |- OB E—, Al
2. Verso: <

OT O(T—aw) |- O da MF
|- OT def. T, O-N
O(T—-) |- Oa KS
o-T—a PI

Oo |- 3(T— o) N

Oo |- O KS
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2) In tutte le logiche normali:

00 = O-D

OL|-0L

OL|-—T

OT |-—-0OL

-aT

- —-0L

[- =O(0or A—0x)

Oa A O—=0 |- O(or A=)
—0(a A=) |- (0o A O—r)
[- —=(Oa A O—r)

[- O — Pa
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da O0
def. L

def. TeN

KS

def. L

A,IA, O-N, Al

KS

Tra—



3) In tutte le logiche normali:

(OA O-D = 00
O—a |— O—-o
O—-x |— —-Oa
O—a |— —-Oa
Oa |- 0al
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daJoO
da O-D
KS



